Limite d’une suite - Terminale S
Exercices corrigés en vidéo avec le cours sur jaicompris.com

Reconnaitre les formes indéterminées

Dans chaque cas, on donne la limite de u,, et v,.

Déterminer si possible, lim (u, +v,) et lim (u, —v,).
n—-+o0o n—-+oo

lim u, =400 lim wu, = 400 lim wu, = —oc0 lim wu, = —o0
a) e by { morkee ¢) § oo d) § moree
lim v, = +00 lim v, = —0o0 lim v, = —o0 lim v, =—4
n—-+oo n——+4oo n—-+4oo n——+oo
Dans chaque cas, on donne la limite de u,, et v,.
U
Déterminer si possible, lim (u, x v,) et lim —-.
n—-+o0o n—-+oo Un
lim w, = —o0 lim u, = —oc0 lim wu, =3 lim wu, =0
a) { noFoo b)d oo ¢) 4 oo 4y § oo
lim v, =400 lim v, =-3 lim v, =—00 lim v, =—00
n—-4o0o n—-+4o0o n—-4o0o n—-4o0o
Dans chaque cas, on donne la limite de u,, et v, et le signe de v,.
U
Déterminer si possible, lim (u, x v,) et lim —*.
n—-+o0o n—-+oo Un
lim w, = —oc0 lim wu, =—4 lim wu, =0
n—~+o00 n——+00 n—-+00
a) lim v, =0 b) lim v, =0 c) lim v, =0
n—-+oo n—-+4oo n—-+oo
vy >0 v, < 0 v, >0
A Tl’aide des tableaux de la somme, du produit et du quotient, déterminer si possible lirf U, -
n—-+oo
a) up, =n’4n b) u, =n?—n C) up = 2
3 n° 42 3
d) u, = ——= e) u, = ) u, =
) tn 2 —n2 ) tn n—+1 ) tn 0.5™
Limite et suite géométrique
on + 5n
Déterminer les limites éventuelles suivantes : lim 2" —3" lim —
n—-+oo n—-+oo ™

Limite de suite et forme indéterminée
Dans chaque cas, déterminer la limite éventuelle de la suite (u,,) :
2 2
3 9 n® —2n n“+n
a) u, =n° —3n b uw, = ——— c)u, = ———
) tn ) tn n+1 ) tn 1—n?

Limite et Algorithme
Soit la suite u définie sur N par u,, = n® — 3n? + 5.
1. Déterminer lim wu,.
n—-+oo
2. Pour un réel A, on souhaite déterminer le plus petit rang n pour lequel u,, > A.
Construire un algorithme permettant de résoudre ce probleme.

Dans chaque cas, déterminer la limite éventuelle de la suite u :

2 2 in —3

Wun=n-vno Dun=3+0 - Qun= gy

Limite de suite, encadrement et théoréme des gendarmes
Dans chaque cas, déterminer la limite éventuelle de la suite (u,,) :
(=)™ n? + sin(n)
a) U, = b) u, =n — cos(n c) U, = ———=
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Démontrer que la suite ((—1)") diverge. On pourra utiliser un raisonnement par Pabsurde.




Limite d’une somme d’une suite géométrique

1 n
1°) Déterminer lim <)

n—-+oo 3
2°) Dét . I 14_1_}_1_'_ +1
eterminer n—1>I-&r-loo 3 32 3n

3°) On considere la suite (u,) définie sur N par u, =1+ x + ... + 2" ou x est un nombre réel.
Déterminer la limite de (u,) selon les valeurs de x.

Limite d’une suite a I’aide d’une suite auxiliaire géométrique
C s . ip . 1
On considere la suite u définie par ug = 1 et pour tout entier naturel n par u,+; = gun +n—2.

L’objectif de cet exercice est de déterminer la limite de cette suite w.

21

Pour cela, on considere la suite v définie par tout entier naturel n par v, = —2u,, + 3n — CR
1) Démontrer que la suite v est une suite géométrique dont on précisera la raison.
2) Conclure.
Limite d’une somme 1 1 1
Soit la suite (u,,) définie pour tout entiern > 1paru, =1+ —+ — + ... + —.
1°) Démontrer que pour tout entier n > 1, u,, > v/n.
2°) En déduire la limite de la suite (uy,).
Probléeme ouvert

2n
On considere la suite (u,) définie pour tout entier n > 1 par : u,, = Z 1 = 1 + Lt + ...+ L

" - o k_nk n n+1 7 2n

Démontrer que la suite (uy,,) est convergente.
Somme et suite télescopique

1 1 1
On considere la suite (u,) définie pour tout entier n > 1 par up, = —— + —— + ... + ———.

(ttn) P =Pt = s T
1 1 1
1°) Vérifier que pour tout entier k¥ > 1, — — = .
) auep Uk k+1 k(k+1)
1
2°) En déduire que pour tout entier n > 1, u, =1 — T
n

3°) En déduire la limite de la suite (up,).
On considére une suite (u,) croissante qui n’est pas convergente.
17) Démontrer que (u,) n’est pas majorée.
2°) En déduire sa limite.

Ug = 2

On counsidere la suite (u,) définie pour tout entier naturel n par : { " 2
n+1 — Un

1°) Démontrer que pour tout entier naturel n, w, > 2.

2°) Démontrer que la suite (u,) est croissante.

3°) Démontrer que la suite (u,) n’est pas majorée. On pourra raisonner par ’absurde.
4") En déduire la limite de la suite (uy,).




Uug = 0
On considere la suite (u,) définie pour tout entier naturel n par : 1

Un+1 = gun +4
PARTIE 1 : Conjectures

1
1.a) Sur un méme graphique, tracer les droites d’équation y = x et y = §I + 4.

1.b) Déterminer graphiquement, w1, ug, us.

1.c) Déterminer par le calcul, u1, us, us. Les résultats sont-ils cohérents ?
1.d) Conjecturer le sens de variation de (u,).

1.e) Conjecturer la limite de (uy,).

PARTIE 2 : Démonstration des conjectures
2.a) Démontrer que pour tout entier naturel n, 0 < u,, < 6.
2.b) Démontrer la conjecture du 1.d)
2.c) Démontrer la conjecture du 1.e)

PARTIE 3 : Démonstration des conjectures par une seconde méthode
On considere la suite (v,,) définie sur N par v, = u,, — 6.
3.a) Déterminer vy, vy, vs.
3.b) Conjecturer la nature de la suite (vy).
3.c) Démontrer cette conjecture.
3.d) Exprimer v,, en fonction de n. Exprimer u,, en fonction de n.
3.e) En déduire la limite de la suite (uy,).

Limite d’une suite géométrique : démonstration du cours
x est un réel positif.

17) Démontrer que pour tout entier naturel n, (14 x)" > 1+ nx
2°) En déduire la limite de la suite (¢") ou ¢ > 1.

3°) On cherche maintenant la limite de (¢") o1 0 < ¢ < 1.

1
a) On pose p = —. Déterminer lim p".

n—-+oo
b) En déduire lim ¢".
n—+oo
Limite d’une somme 1
Soit la suite (u,) définie pour tout entier n > 1 par up, =14+ = + = + ... + —
22 32 n?
1°) Démontrer que la suite (u,) est croissante.
1
2°) Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n > 1, u,, <2 — —.
n

3°) Que peut-on en déduire ?




Suite homographique
. . s . 3
Soit la suite v définie sur N par ug = 1 et pour tout entier naturel n, up41 =2+ —.
U
L’objectif du probleme est d’exprimer u,, en fonction de n puis de trouver la limite de (up).

3
1) On a tracé la courbe de la fonction f définie sur |0; +oo[ par f(z) =2+ =

6

1

0

Déterminer graphiquement wy, us, us.
) Déterminer par le calcul, uy, ug, us. Est-ce cohérent ?
) Quelles conjectures peut-on faire concernant le sens de variation, et la limite de cette suite (uy,).
) La suite (u,) est-elle arithmétique ? géométrique ? Justifier.
5°) Démontrer que pour tout entier naturel n, u, > 1.

o
3
4
Up — 3
Up + 1

On considere la suite (v,,) définie pour tout entier naturel n par : v,, =

6°) Déterminer par le calcul les 4 premiers termes de la suite (v,).

7°) La suite v semble-t-elle arithmétique ? Géométrique ? Justifier votre conjecture.
8°) Démontrer la conjecture du 7°).

9°) Exprimer v,, en fonction de n. En déduire I'expression de u,, en fonction de n.
10") En déduire la limite de la suite (u, ). Est-ce cohérent ?

Suite arithmético-géométrique )
On considere la suite (u,) définie pour tout entier naturel n par ug = 0 et w11 = §un + 1.

1) Montrer que pour tout entier n, u, < tup41 < 2.
2) En déduire que la suite (uy) est convergente. On note ¢ sa limite.
3) Déterminer la valeur de /.

Soit (u,) la suite définie par son premier terme ug et, pour tout entier naturel n, par la relation :
Upt1 = aly, + b (a et b réels non nuls tels que a # 1).
b
On pose, pour tout entier naturel n, v, = u, — 1—a
—a
1. Démontrer que la suite (v,,) est géométrique de raison a.

2. En déduire que si a appartient & lintervalle ]-1;1[, alors la suite (u,) a pour limite T

3. On consideére la suite (h,,) définie par hg = 80 et pour tout entier naturel n, h, 11 = 0.75h,, + 30.
La suite (h,,) est-elle convergente ? Justifier.




Soit la suite (u,,) définie par up = 8 et pour tout entier naturel n par u,4+1 = 0.5u,, + 4n — 3.
Soit la suite (v,,) définie pour tout entier naturel n par v, = u, — 8n + 22.
A Taide d’un tableur, on obtient :

A B C
1| n Uy, Up,
210 8 30
3] 1 1 15
4| 2 1,5 7,5
51 3 5.75 3,75
6|4 | 11,875 | 1,875

1) Conjecturer une expression explicite de v,,, puis démontrer cette conjecture.
2) En déduire une expression explicite de u,,, puis indiquer si la suite (u,,) est convergente.




Limite d’une suite par deux méthodes
On consideére la suite (u,,) définie pour tout entier naturel n par { Z(:H__l zl Vi 12
PARTIE 1 : Etude de la convergence

1.a) Déterminer uq, usg, ug a 0.1 pres

1.b) Montrer que pour tout entier naturel n, u, > 4

1.c) Démontrer que la suite (u,) est décroissante.

1.d) En déduire que la suite (u,) converge.
PARTIE 2 : Déterminer la limite

Soit { la limite de la suite (uy,).

2.a) Démontrer que [ est solution de I’équation 2 =1+12

2.b) En déduire la limite de la suite (uy,).
PARTIE 3 : Déterminer la limite par une deuxieme méthod?1
Uy, —

T Vi, 12+ 4
it

3.b) En déduire que pour tout entier naturel n, u,41 —4 < §(u" —4).

3.a) Montrer que pour tout entier naturel n, w,11 — 4

1
3.c) Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, 0 < u,, — 4 < g
3.d) En déduire la limite de la suite (uy,).
Suite : Exercice type Bac
Ug = 1
On considere la suite (u,) définie pour tout entier naturel n par 1
Uptl = l—oun(20 — Up)

1%) Soit la fonction f définie sur [0;20] par f(x) = %01’(20 —z).
a) Etudier les variations de f sur [0;20].
b) En déduire que si « € [0;10], alors f(z) € [0;10].
2°) Déterminer uy, usg
3°) Démontrer que pour tout entier naturel n, 0 < u, < up41 < 10.
4") En déduire que la suite (u,,) est convergente.
5°) On note [ la limite de la suite (uy,).

a) Démontrer que [ est solution de I’équation [ = 1—[(20 =1).

b) Résoudre cette équation et en déduire la valeur de .

Suites croisées
Soient (ay,) et (b,) deux suites telles que ag > 0 et by > 0 et pour tout entier naturel n :

a *anernetb _ap X by
n+1l — 2 n+1 — an +bn
1) Démontrer que (ay,) et (b,) sont deux suites strictement positives.
2 2
. . an”+b
2) Démontrer que pour tout entier naturel n : any1 — byt = _n
2(an + by)

4) Démontrer que les suites (a,) et (b,) sont décroissantes & partir du rang 1.

)
)

3) En déduire le signe de a,, — b, pour n > 1.
)

5) Démontrer que les suites (ay,) et (by) sont convergentes vers une méme limite.



QCM limite de suite
Préciser si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses en justifiant :
U
1. Si deux suites (u,) et (v,) sont strictement positives et convergent alors la suite (”) converge.
Un,
. . 1 1
2. Si pour tout entier naturel n, u,, < 2 alors — > 3
Un
1
3. Si la suite (uy,) est croissante et strictement négative alors la suite <> est décroissante.
U,

4. Si pour tout entier n > 1, |u, — 5| < — alors la suite (u,,) converge vers 5.
n

5. Si la suite (u,) n’est pas majorée, alors lim w, = +oo.
n—-+oo

6.Si lim wu, = +oo alors la suite (u,) n’est pas majorée.
n—-+4oo

Suite de Héron - type Bac
PARTIE 1 : Etude d’une fonction f
1
On consideére la fonction définie sur |0; +oo[ par f(x) = i(x + -).
x

1.a) Justifier que f est dérivable sur |0; +oo].
1.b) Déterminer les variations de f sur ]0; +o0[.
1.c) Démontrer que si z > v/2 alors f(z) > V2.

PARTIE 2 : Etude de la suite (u,)
Uug = 4

On consideére la suite (u,,) définie pour tout entier naturel n par
Un+1 = f(un)

2.a) Déterminer uq, ug, uz a 0.1 pres
2.b) Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, V2 < Upt1 < Up.

2.c) En déduire que (u,) est convergente.
1 2
2.d) On note [ la limite de la suite u. Démontrer que I est solution de I’équation [ = i(l + Z)

2.e) En déduire la valeur de [.
2.f) Que faut-il changer a la définition de la suite (u,,) pour qu’elle converge vers V3.

PARTIE 3 : Rapidité de convergence
1

3.a) Démontrer que pour tout entier naturel n, w, 1 — V2 = T(un — \/5)2
Unp,

1
3.b) En déduire que pour tout entier naturel n, u, 1 — V2 < §(un —V2)2

2’”
1
3.c) Démontrer par récurrence que pour tout entier n > 1, u, — V2 < <2) (uo — V/2)

4.d) Quelle valeur de n faut-il choisir pour que u,, soit une valeur approchée de V2 41072 pres.

QCM limite de suite

Préciser si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses en justifiant :
1. Si une suite est décroissante minorée alors elle est convergente.

. Si une suite est croissante et convergente alors elle est majorée.

. Si une suite est convergente et majorée alors elle est croissante.

. Si une suite est croissante alors elle est minorée.

. Si une suite est croissante alors elle n’est pas majorée.

. Si une suite est croissante et convergente alors elle est bornée.

S U W N

Objectif : Trouver la limite d’une suite récurrente, arithmétique, géométrique, explicite, croissante, décroissante, majorée,
minorée, convergente, par conjecture, théoréeme des gendarme, limite d’'une somme



